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Resumo: Sistemas de equacgles

lineares podem approximately 5x in

relation to the sequential

aparecer como resultado da modelagem de diversos implementation of the BiCGStab. Compared with the

problemas da area de matematica, engenharia e ciéac
da computagdo. O método Gradiente Bi-Conjugado
Estabilizado (BiCGStab) é um método iterativo utiliado
para solucionar sistemas lineares, principalmente
sistemas esparsos e de grande porte. Nesse contegse
artigo propde uma implementagdo paralela do método
BiCGStab para solugdo de grandes sistemas lineares.
implementacdo proposta faz uso de umaGraphics
Processing Unit (GPU) por meio da integragdo CUDA-

Matlab, onde as operacBes do método sdo executadas
nos nucleos de processamento da GPU pelas préprias

funcbes do Matlab. Tal implementagdo visa
proporcionar um desempenho computacional superior
em relagdo a sua implementacéo
Adicionalmente, comparou-se o] desempenho
computacional do BiCGStab com uma implementacao
do método Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado
Hibrido (BiCGStab(2)), proposta recentemente pelo
autor, na solugdo de sistemas lineares aleatérioscem
tamanhos variados. Os resultados mostraram que o
BiCGStab paralelizado é mais eficiente na solugéood
sistemas tratados. Foi possivel obter ganhos deciincia
computacional de aproximadamente 5x em relacdo a
implementacdo  sequencial do BiCGStab. Em
comparacdo com o0 BiCGStab(2), o BiCGStab
paralelizado se mostrou, em média, 2x mais rapido.

Palavras-chave: Matlab; Sistemas
Lineares; GPU; CUDA.

BiCGStab;

Abstract: Linear Equations Systems may appear as
modeling result of many problems in mathematics,
engineering and computer science. The Bi-Conjugate
Gradient Stabilized (BiCGStab) method is an iteratve
method used for solving linear systems, speciallyhé
sparse and large ones. In this context, this paper
proposes a parallel implementation of the BiCGStab
method for solving large linear systems. The propes
implementation uses a Graphics Processing Unit (GBU
through the CUDA-Matlab integration, in which the
method operations are performed in the processing
cores of the GPU by the Matlab built-in functions.Such
implementation aims to provide a high computational
performance in  relation to its  sequential
implementation. In addition, we compare the BiCGSth
computational performance with an implementation of
the Hybrid Bi-Conjugate Gradient Stabilized
(BiCGStab(2)) method, recently proposed by the authr
in the solution of random linear systems with varymg
sizes. The results showed that the parallelized B&Stab
is more efficient in solving the treated systems.t lwas
possible to obtain gains of computational efficienc of

sequencial.

BiCGStab(2) the parallelized BiCGStab was on averag
2x faster.

Keywords: Matlab; BiICGStab; Linear
GPU; CUDA.

Systems;

I.  INTRODUGAO

A solucdo de sistemas de equacles lineares pode
significar em resultados para diversos problemas do
mundo real, tais como problemas da matematica,
ciéncia da computacdo e engenharia hidraulica. Um
sistema linear é formado por um conjunto finito de
equacdes aplicadas a um conjunto finito de varavei
normalmente representado por:

Ax = b, Q)
em queA é a matriz dos coeficientds.é o vetor dos
termos independentesxeo vetor das incognitas (ou
variaveis).

Para solucionar o sistema da Equacgéo (1), pode-se
utilizar algum método de solugéo. Diversos métodos
disponiveis na literatura podem ser utilizadosgeirad
deles sao considerados 6timos em relacdo ao custo
computacional [18]. Métodos iterativos classicos
como Jacobi [28] e Gauss-Seidel [20], apesar de sua
facil utilizacdo, sdo lentos e ndo conseguem
solucionar qualquer tipo de sistema linear [15]. Em
alguns casos, o tamanho dos sistemas lineares pode
ser consideravelmente grande e exigir um tempo
computacional significativo para a solu¢édo. Cor,iss
a implementacéao e utilizacdo de métodos eficiesges
torna importante e indispensavel para que as seduco
dos sistemas sejam realizadas com qualidade e em um
tempo habil [17].

Os métodos iterativos sdo considerados mais
eficientes para solucionar sistemas esparsos (ande
maioria dos coeficientes sdo nulos) e de grande por
[1]. O método Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado
(BICGStab), proposto por van der Vorst [10], € um
método iterativo que se destaca por sua robustez e
eficiéncia. Além disso, o BiCGStab tem sido um dos
métodos mais citados e utilizados na area de
Matematica Aplicada desde a década de 1990 [17].

Nesse contexto, este trabalho apresenta uma
paralelizacdo do método BiCGStab para solucdo de
sistemas lineares grandes e esparsos. Para a
paralelizacéo, utilizou-se um@raphics Processing
Unit (GPU) por meio da integrac@ompute Unified
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Device Architecture(lCUDA)-Matlab, em que todas dos métodos Jacobi, Gauss-Seidel e BICGStab,
as operagfes sdo executadas implicitamente n@&videnciando que o BiCGStab(2) paralelizado
nacleos da GPU por funcBes padrdo do softwarégambém supera tais métodos.

Matlab®. Mais recentemente, Paula [18] propbés uma

O objetivo da implementacdo proposta foiparalelizacdo para o método BiCGStab(2) utilizando
proporcionar um desempenho computacional eficientema GPU por meio da integracdo CUDA-Matlab,
na solucdo de diversos sistemas com tamanhamde ganhos computacionais de mais de 70x puderam
variados. Para a validacédo do trabalho, comparau-seser obtidos em relacdo a implementagcédo proposta em
desempenho do BiCGStab com sua implementacdd5]. No entanto, uma comparacdo com algum outro
sequencial e com uma implementacdo do métodmétodo classico ou robusto nao foi realizada. Sendo
Gradiente Bi-Conjugado  Estabilizado  Hibrido assim, este artigo, além de propor uma paralelizaca
(BICGStab(2)), recentemente proposta pelo autor erpara o método BICGStab, realiza uma comparagéo
[18]. Foi possivel observar uma redugédo signifigati com a implementagdo do método BiCGStab(2) (o
do tempo computacional nos testes com a aplicacagual € uma adaptacdo do BiCGStab) proposta por
do BICGStab paralelizado. Ganhos de eficiénciaPaula [18].
computacional de aproximadamente 5x e 2x foram
obtidos, respectivamente, em relacéo a . BICGSTAB
implementacdo sequencial do BIiCGStab e O Gradiente Bi-Conjugado Estabilizado
BiCGStab(2) paralelizado. (BiCGStab) é um método iterativo desenvolvido por

O restante deste artigo esta organizado da seguinkan der Vorst [11]. Esse método é uma extensido do
forma. A Secdo Il descreve os trabalhos mais resent método CG e, além de ser considerado robusto e
na literatura que fizeram uso de GPU para solucionaeficiente, tem sido bastante utilizado na solucas d
sistemas lineares. Na Secéo lll, introduz-se o deéto equacgdes diferenciais de escoamentos de fluidgs [17
iterativo BIiCGStab. A Secéo IV descreve o modelo de A Figura 1 representa o algoritmo do BiCGStab.
programacgdo CUDA e sua integra¢éo com o MatlabAssim como em [15], [17] e [18], algumas adaptacbes
Os materiais e os métodos utilizados para se alcang de nomenclatura foram feitas com relacdo ao
objetivo do trabalho s&o descritos na Secdo V. Oalgoritmo original. No algoritmo, as letras gregas
resultados sdo apresentados na Secdo VI. Por fim,rapresentam escalares, letras minlsculas reprasenta
Secdo VIl destaca as conclusdes do trabalho eapontetores expressos na forma matricial, as letras
sugestdes para trabalhos futuros. mailsculas representam matrizes e os parénteses com

vetores separados por virgula representam produtos
. TRABALHOSRELACIONADOS escalares entre os vetores.

Muitos trabalhos na literatura tém apresentado No passo 38, para que o vetor, seja
resultados relevantes para solucionar problemas quificientemente preciso, o maior valor referente a
envolvem sistemas de equagdes lineares. Alguns deldiferenca entre os resultados de cada termo do xeto
fizeram uso de GPUs na tentativa de reduzir o tempem duas iteragcbes consecutivas, dividida pelo
computacional. Entre eles, pode-se citar o trabdého resultado do termo na iteracdo atual, devera seome
Bowins [4], que propds uma paralelizagdo para oslo que uma dada precisdo como, por exemplo,
m_étodos BiCGStab e,Jacobi, eviden_ciando que Qugior (xn _(xn_l)) <1075 [18].

BiCGStab supera o método de Jacobi para matrizes xn
densas. Entretanto, uma comparagdo com outros

métodos iterativos, tal como BiCGStab(2), ndo foi 1. ro=b-Aa

realizada. 2. fo=Trg
Paula et al. [15] propuseram uma paralelizacdo 3. pp=ap=wp=1

para o método BICGStab(2), destacando uma 4. Vo=po=0

superioridade em relacdo a implementacéo sequencfal 5. Paran=1,2,3, ...

do método. No entanto, ndo foi realizada uma 6. pn=C(o,rna)

comparacao com outros métodos de solucgéo. 7. Bn= (En/pn-2)(0tnh1/®n-1)
Bueno [5], em sua dissertagdo, fez uso de mltiplas 8. Pn="rn-1*PBn(Pn-1 = ®n-1Vn-1)

GPUs comOpen Computing Languag&OpenCL) 9. v,=Ap,

para solucionar sistemas lineares de grande porte 10. o, = pi/(fo’, Vi)

utiizando o método Gradiente Conjugado (CG). 11. s, =rp1 —anVy

Porém, o método CG é considerado o mais simplgs 12. t, = As,

entre todas suas posteriores versdes, além deendo b 13. o, = (tnT, 31)/(tnT, tn)

tdo eficiente quanto métodos como o BiCGStab ¢ 14. Xn = Xp-1 + 0pPpt O,

BiCGStab(2) [11]. 15. Sex, for suficientemente preciso, pare.
Paula [17], utilizando a implementacdo propostd 16. rp =5, — onty

em [15], apresentou uma comparac¢éo de desempenho

computacional entre as implementaces sequenciais Figura 1: Algoritmo do método iterativo BiCGStatb]1
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funcbes padrdo do software Matlab® (verséo
N R2013a). A matriz dos coeficiente\)(de cada
IV. INTEGRACAOCUDA-MATLAB sistema foi gerada de forma aleatéria utilizando a
Compute Unified Device Architectu(€UDA) é funcao gallery('dorr’, n) que retorna uma matriz
um modelo de programacdo em GPU desenvolvidguadrada, de dimensdm, esparsa e diagonal
pela NVIDIA® em 2006. CUDA permitiu que a GPU dominante. A caracteristica diagonal dominante
pudesse ser utilizada para uma ampla variedade diedica que a soma de todos os elementos em uma
aplicacdes [9]. O cédigo em CUDA é visto como umalinha ndo é maior que o elemento da diagonal

extensdo da linguagem computacional C (CUDA-C) principal da matriz [18].

onde algumas palavras-chave sao utilizadas para O vetor das incognitasx) foi gerado de forma

rotular as funcbes paralelake(neld [9]. Como  aleatdria por meio da funcdandn(n, 1) que retorna

mostra a Figura 2, okernels sdo executados nos um vetor den linhas e 1 coluna. O vetor dos termos

ndcleos da GPU pelabreads que séo organizadas independentes b foi gerado multiplicando-se a

em blocos, e os blocos séo organizados ergniom matrizA e o vetox.

Para cada um dos sistemas gerados, foi repassado
para o0 método apenas a matkize o vetorb, que,
apos a tentativa de convergéncia do sistema, mtorn
0 vetorx.

Black (0, 1y Block (1, 1) | Block (2, 1) No algoritmo do método, cada passo é realizado
sequencialmente e a paralelizacdo ocorre apenas nas
operacBes de multiplicagdo, adicdo e subtracdo de
cada passo do algoritmo. E importante destacar que,

5 . nas operagdes matematicas apenas entre os escalares
Block {1,1) o desempenho computacional na CPU pode ser mais
eficaz do que na GPU devido a existéncia de uma
caracteristica intrinsecamente sequencial. No &mtan

Nnos passos em que ocorrem operagdes entre matrizes

e vetores, o paralelismo é eficientemente explorado

pela integracdo CUDA-Matlab, proporcionando um

desempenho computacional mais significativo.

Para avaliar o ganho computacional obtido por
meio da implementagdo paralelizada do método,
Figura 2: Organizagéo déweadsem CUDA [9]. registrou-se o tempo gasto em cada iteracdo do

algoritmo do BiCGStab, e todos os testes foram

Recentemente. a MathWorks® desenvolveu unf€@lizados em um computador com processador Intel

plugin capaz de fazer a integracdo entre CUDA ¢Ore i7 2600 3,4GHz, 8 GB de memoéria RAM, com

Matlab [27]. As GPUs podem ser utilizadas comP/aca de video NVIDIA® GeForce GTX 550Ti,

Matlab por meio doParallel Computing Toolbox dispondo de 2 GB de memoria e 192 ndcleos de

(PCT). O PCT fornece uma maneira eficiente par@rocessamento operando a 900MHz.

acelerar cédigos na linguagem Matlab, executando-os VI. RESULTADOS

em uma GPU [19]. S o .
O desenvolvimento de aplicacdes a serem Com o intuito de verificar o ganho computacional

executadas na GPU utilizando o PCT &, geralmentér)él);ﬂ?a d(;:sorgbti?josmz:%lrimgn:r?g;%o pé‘ircalgg:gafor;;
mais facil e rapido do que utilizar a linguagem

CUDA-C [25]. Entretanto, para poder ser utilizado, confrontados com sua implementacdo sequencial.

necessario que a maquina tenha uma placa grafica @glmonalmen}e, reallzog-se uma comparacao com as
NVIDIA®. Ainda, apesar de o0s aspectos Ole|mpIementa<;oes do método BiCGStab(2) propostas

exploracdo de paralelismo _ serem realizadogmo[liléiﬁco comparativo do tempo de processamento
implicitamente pelo proprio PCT, o namero e qem sge undos dops sistemas Iinegres sglucionados com
organizacdo dathreadsnos blocos nédo podem ser 9

gerenciados manualmente pelo programador [18]. Pdt método BiCGStab sequencial e paralelizado ¢

oo Iado, o PCT ¢ capaz e v o programador dgSSETIa, 18 F0ua 3. possel oricer e o
inconveniéncias e otimiza, implicitamente, a P ' ' P

execucio do codigo nos nicleos da GPU [24]. ?rgteago?CGStab sequencial na solugcdo dos sistemas
V. MATERIAIS E METODOS A Figura 4 mostra a média dos ganhos de

. . . eficiéncia computacional speedup obtidos na
Todos os sistemas lineares solucionados nesté

! - solucao de cada sistema. Por exemplo, para a soluca
trabalho foram gerados aleatoriamente ut|I|zand0-s%e um sistema com dimensdo igual a 10.000, o
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BiCGStab paralelizado se mostrou aproximadamente
11x mais rapido que a sua versdo sequencial.

a5 T . . _
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5r H H
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uD 10?15 200 4uluo sulou BD'UU 70000 Figura 5: Comparacéo da velocidade de célculo gisi@amas com
Dimens3o matriz dimensé&o entre 1000 e 4000 entre as implementagdesnciais
do BiCGStab e BiCGStab(2).
Figura 3: Comparagéo da velocidade de célculo gistamas com 3 . .
dimenséo entre 1000 e 10000. :
12 : : : : g 2 e
3
:
TSSOSO SO VOO R ive.- L JSUOUI
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Dimensio matriz
Figura 6: Ganhos depeeduplo BiCGStab sequencial em relagéo a
implementacgéo sequencial do BiCGStab(2).
0

0 QOIDO 40!]0 ~ GOI_UO SDIOO 10000
Dimensao matrz A Figura 7 mostra uma comparacdo entre o
BiCGStab paralelizado e a implementacdo
Figura 4: Ganhos dgpeeduplo BiCGStab paralelizado em relagdo paralelizada do BiCGStab(2) proposta em [18]. Assim
a sua implementag&o sequencial. como no caso anterior, nota-se a superioridade do
BiCGStab na solugdo dos sistemas tratados. E
A Figura 5 mostra uma comparacio entre Ooo,ss_ivel observ_ar que o BiCGSt_ab paralelizado é, em
BiCGStab sequencial e a implementacao sequencigPedla’ 2,2x mais rapido que o B'CGStab(Z)' .
do BICGStab(2) proposta por Paula [15]. Observa-s A Figura 8 representa a média sgeeduobtido
' fa solucdo de cada sistema. Nota-se que, em

que o tempo para o BICGStab é relativamente 'mer'ocomparagéo com o BICGStab(?) paralelizado,

apenas para sistemas lineares com dimensao mai&roposto por Paula [18], o BICGStab pode ser uma

ue aproximadamente 1.800. Com isso, nota-se que.a,. . . ; ; :
q P € a?)hca(;ao mais apropriada para solucionar sistemas

implementacdo mais apropriada, do ponto de Vistﬁneares esparsos e de grande porte em um tempo

. : : ~%omputacional reduzido.
computacional, para sistemas com dimensao

relativamente grande.

Como mostra a Figura 6, a média do ganho de
speedup proporcionado pelo BiCGStab foi de
aproximadamente 1,3x. O BICGStab sequencial
apresentou um melhor desempenho para o sistema
com dimensao igual a 4.000, sendo aproximadamente
2,7x mais rapido que o BiCGStab(2) sequencial.
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——tempo BiCGStab GPU
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Tempo computacional (s)

i
3000

H
2000
Dimensdo matriz

Figura 7: Comparacao da velocidade de calculo pisir@mas com
dimensé&o entre 1000 e 4000 entre as implementaebetelizadas
do BiCGStab e BiCGStab(2).

——BICGStab(2) GPU

i i
2000 3000

Dimensdo matriz

1000 4000

Figura 8: Ganhos depeeduplo BiCGStab paralelizado em relagédo

a implementacéo paralelizada do BiCGStab(2).

VIl. CONCLUSAO

4000,

ApOs uma extensa revisdo bibliografica realizada,
verificou-se que Paula [18] foi o Gnico autor atée
gue apresentou uma paralelizagéo para o BiCGStab(2)
em GPU. De acordo com Paula [17] [18], 0 método
BiCGStab(2), em geral, relne as vantagens do
BiCGStab, resultando normalmente em um método
com garantia de convergéncia superior e adequado,
por exemplo, para solucdo de sistemas lineares
gerados na solucdo das equacdes diferenciais de
escoamentos de fluidos.

Para o0s sistemas solucionados neste artigo,
constatou-se uma superioridade do BiICGStab
paralelizado em relacdo ao tempo computacional
gasto no calculo de cada sistema. Foi possivel obte
um ganho despeedupem torno de 5x e 2x em
comparacdo com a implementacdo sequencial do
BiCGStab e paralelizada do BICGStab(2) [15],
respectivamente. Portanto, foi possivel conclug qu
BiCGStab proposto, em comparacdo com O
BiCGStab(2) proposto por Paula [15], seria uma
implementacdo mais apropriada para a obtencédo de
um desempenho computacional reduzido.

Os trabalhos futuros que optarem por seguir nessa
mesma linha de pesquisa poderdo solucionar sistemas
lineares com dimensBes maiores que as deste
trabalho. Os sistemas gerados nas simulacdes de
escoamentos de fluidos, em problemas estudados pela
Dindmica dos Fluidos Computacional, poderdo ser
solucionados. Técnicas para uma exploracao efecient
de paralelismo nas operacdes de produtos escalares
entre vetores também poderdo ser aplicadas na
tentativa de aumentar ainda mais o desempenho
computacional.  Adicionalmente, alternativas a
integracdo CUDA-Matlab, como OpenCL, poderédo
ser investigadas para uma realizacdo de estudos
comparativos.

A utilizacdo de métodos iterativos eficientes se
torna uma tarefa importante nas areas que envavem
solucdo de grandes sistemas de equacdes lineares. P
outro lado, o tempo computacional cresce de form
proporcional com o tamanho do sistema. A utilizacéo
de métodos robustos e uma exploracé@o eficiente dej
paralelismo pode ser um fator importante para a
reducdo do tempo de processamento. (3

Foi implementado e utilizado neste trabalho um
cédigo computacional em Matlab do método iterativo4]
BiCGStab para solucdo de sistemas lineares d[e
tamanhos variados. O método foi implementado em
uma versao inteiramente sequencial, bem como em
uma versdo paralelizada utilizando uma GPU pofl
meio da integragdo CUDA-Matlab.

O objetivo foi viabilizar a solucdo rapida de
sistemas lineares e comparar o0 desempenhg
computacional com a implementacdo sequencial.
Adicionalmente, realizou-se uma comparacdo com
uma implementacdo sequencial e outra paralelizadé]
do método BiCGStab(2), proposta em [18].
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