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Abstract: Context: Given a graphG and an integer
k > 0 the graph coloring problem consists to use a set
of n < k colors to assign to each node & a certain
color, so that adjacent vertices have distinct cofo
Despite the existence of accurate methods capablé o
determining the staining solution to the problem, ti is
observed that these techniques have an exponential
complexity in some cases. The limitations presented
by exact methods when applied to instances of gresat
complexity motivated the development of several
heuristics, able to indicate satisfactory solutiondor
graphs in general. This paper describes the problem
of coloring graphs, presents some of the techniques
that can be used in their determination, besides
presenting some real problems that can be modeled a
a graph G and solved based on the result achieved by
applying a coloring onG.
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Resumo: Contexto: Dados um grafoG e um inteiro

k > 0, o problema da coloracdo em grafos consiste em
utilizar um conjunto de n < k cores para atribuir a
cada vértice deG uma determinada cor, de modo que
vértices adjacentes tenham cores distintas. A desfme
da existéncia de métodos de exatos, capazes de
determinar a solu¢cdo do problema de coloragéo,
observa-se que estas técnicas possuem em algunsgas
complexidade exponencial. A limitacdo apresentada
pelo métodos exatos quando aplicados a instancias d
maior complexidade motivou o desenvolvimento de
diversas heuristicas, aptas a indicar solugcbes de
maneira satisfatéria para grafos em geral. Este
trabalho descreve o problema da coloragéo em grafos
apresenta algumas das técnicas que podem ser
utilizadas na sua determinacdo, além de enumerar
alguns problemas reais que podem ser modelados a
partir de um grafo G e solucionados com base no
resultado alcangado pela aplicagdo de uma coloracdo
sobreG.

Palavras-chave: Coloracdo de grafos; Algoritmos;
Heuristicas.

I. INTRODUCAO

Suponha a tarefa de colorir os paises da
América Sul, representados por meio do mapa da
figura 1, de tal maneira que quaisquer dois paises
com uma fronteira em comum tenham que ser
coloridos com cores distintas. Quantas cores, no
minimo, seriam necessarias para execucao desta
tarefa? A despeito de saber-se que o numero
minimo de cores necessario para este fim é quatro,
pode-se afirmar que isto é verdadeiro para qualquer
mapa [4]?

Embora nao seja dificil colorir um mapa da
América do Sul com o emprego de apenas quatro
cores, esta tarefa torna-se impossivel se tentarmos
utiizar somente trés cores, pois 0s paises
Argentina, Bolivia, Brasil e Paraguai, por
apresentarem fronteiras em comum, demandam no
minimo quatro cores distintas para sua
representacao, conforme as restricdes impostas pelo
problema [4].

Ndo obstante a apresentacdo dos paises
vizinhos em cores diferentes possa ser justificada
pelo argumento de permitir uma melhor
visualizacdo dos itens representados no mapa,
poderia ndo estar claro, entretanto, um raciocinio
gue sugerisse que quatro seria 0 nimero minimo de
cores necessario para colorir os paises de qualquer
mapa. De fato, seria provavelmente possivel
imaginar um mapa complicado, contendo uma
grande quantidade de paises, alguns dos quais com
numerosos paises vizinhos, construido de tal forma
gue possivelmente somente um grande nimero de
cores seria suficiente para colori-lo completamente

[4].

Embora possa parecer somente uma
curiosidade, este problema despertou por muito
tempo o interesse e a atencdo de muitos
pesquisadores, desta forma, as tentativas e
iniciativas em soluciona-lo contribuiram de modo
significativo para o desenvolvimento de uma area
da matematica conhecida como Teoria dos Grafos.
Como conseqiiéncia, o problema da coloracdo
acabou por adquirir uma denominacdo que o
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tornaria conhecido em todo o mundo matematico: o
Problema das Quatro Cores [4].
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Fig. 1 - Mapa da América do Sul [4].

O problema das quatro cores pode ser descrito
como um problema de decisdo que tem como
objetivo indicar se os paises representados em um
mapa qualquer, podem ser coloridos com quatro
cores ou menos, de modo que paises com uma
fronteira em comum sejam coloridos
diferentemente. Muitos dos conceitos, teorias e
problemas da teoria dos grafos s@o decorrentes do
problema das quatro cores, e, a despeito do mesmo
ser apresentado como um mapa real ou imaginario,
com fronteiras que delimitam vizinhancas entre
paises, estados, provincias, ou distintas unidades
geograficas, 0 mesmo conceito pode ser estendido
para quaisquer outras divisbes de carater geral [4]

O problema da coloracdo foi proposto em
1852 por Francis Cuthrie, através de uma carta
escrita ao seu irmao Federick, que na ocasido era
aluno do matematico Augusto De Morgan. Francis
presumia em sua carta que aparentemente qualquer
mapa desenhado em uma folha de papel poderia ser
colorido com apenas quatro cores sem que 0s paises
com fronteiras em comum tivessem a mesma cor, e,
por meio da missiva, questionava ao seu irmao se
haveria alguma maneira de provar este fato
matematicamente. Frederick apresentou o problema
a De Morgan, porém este nao foi capaz de
estabelecer uma prova, e, a despeito do grande
esforco de pesquisa empregado ao longo dos 124
anos seguintes, ninguém teve a capacidade de
apresentar um mapa em que cinco cores fossem
necessarias ou de estabelecer a prova formal de que
guatro cores seriam suficientes [3].

O problema das quatro cores somente viria se
resolvido em 1976 por Kenneth Appel e Wolfang
Haken, com o0 emprego de uma técnica de prova por
computador, que utilizou resultados ja estabelecido
da teoria dos grafos juntamente com certo
raciocinio matematico adicional para demonstrar
que o problema geral pode ser reduzido a um

namero finito de casos particulares, dotados de

certas propriedades que permitem estabelecer que a
coloracdo pode ser efetuada com somente quatro
cores. Por meio do uso de programas de

computador, em torno de 1.700 instancias do

problema foram cuidadosamente criadas, e, apoés
1.200 horas de processamento verificou-se que
todos os casos necessitaram de no maximo quatro
cores para solucdo, ficando entdo este resultado
conhecido como o Teorema das Quatro Cores [3].

N&o obstante outras demonstracdes
semelhantes tenham sido apresentadas
posteriormente, uma importante questdo ainda

permanece em aberto: existira uma prova nao-
enumerativa do Teorema da Quatros Cores, ou seja,
que possa ser obtida sem a utlizacdo do
computador [3]?

Problemas de natureza algoritmica para os
quais existem solu¢bes com tempo de execucéo
polinomial sdo considerados trataveis, enquanto
aqueles que comprovadamente ndo podem ser
solucionados por algoritmos polinomiais sao
denominados intrataveis. Os problemas trataveis
constituem a classe ao passo que os problemas
que somente podem ser resolvidos com 0 emprego
de algoritmos enumerativos constituem a cla&3e

[3].

A existéncia enNP de uma classe extensa de
problemas denominada deNP — Completa
estimulou os estudos de complexidade e teoria dos
algoritmos, além de promover o desenvolvimento
de heuristicas, que podem ser definidas como
quaisquer métodos ou técnicas criados para
solucionar determinados tipos de problemas [3]
[10].

O fato de um dado problema de programacao
ser classificado com@&/P — Completo constitui
uma forte evidéncia de que ndo existem algoritmos
polinomiais que possam ser utilizados em sua
resolucdo, justificando portanto, o emprego de
métodos enumerativos ou desenvolvimento e uso de
heuristicas [3].

Uma coloracdo em um graf6 = (V,E)
consiste na atribuicdo de cores aos vértice¥ elm
modo que vértices adjacentes tenham cores
distintas. A entrada do problema é composta por
um grafoG e um inteirok > 0 enquanto que a
saida resume-se em determinar se ha uma coloracéo
comk cores ou menos. Em grafos planares existe
uma correspondéncia entre este problema e o
problema da coloragdo de mapas, no qual somente é
possivel distinguir regifes vizinhas se as mesmas
tiverem cores diferentes [3] [10].

A solucdo do problema do numero cromatico
em grafoG tem como objetivo determinar o menor
valor dek que possibilite uma coloracdo, enquanto
gue no problema do indice cromatico deseja-se
colorir as arestas dede maneira que duas arestas
adjacentes tenham cores distintas. De acordo com o

Teorema de Vizing o indice croméatico @e igual
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a § para grafos bipartidos & ou (§ + 1) para
grafos em geral, ondé € o grau maximo dos
vértices der [3].

O problema do indice cromatico pode ser
solucionado por meio de um algoritmo polinomial
para algumas classes de grafos, a exemplo dos
grafos bipartidos, porém este comportamento ndo é
verificado para grafos arbitrarios. Desta maneira,
embora o valor dé possa ser obtido para qualquer
grafo em tempo polinomial o problema de deciséo
associado, isto é, verificar se o indice crométieo
G é igual ad é um problemaVP — Completo,
sendo de dificil solugdo mesmo para pequenos
valores dej. De modo semelhante, dados um grafo
G=(V,E) e um inteiro positivok < |V]| ,
determinar s&é k-colorivel também constitui um
problema de decisdo classificado comv@® —
Completo [3][10].

Il. NUMERO CROMATICO DE UM GRAFO

O problema de coloracdo de grafos que tem
recebido maior atencdo da literatura implica em
colorir os vértices de um grafo, uma cor para cada
vértice, de modo que os vértices adjacentes sejam
coloridos de forma diferente. Embora as cores
usadas na representacdo do problema possam ser
elementos de qualquer conjunto, cores reais (tais
como verde, vermelho, azul e amarelo) somente sédo
utilizadas quando um pequeno numero de cores esta
sendo considerado. Em muitas situacfes inteiros
positivos (1,2,..,k) sdo empregados para
representar as cores e a razdo desta substituicdo é
que na maioria das vezes o principal interesse
consiste em determinar somente a quantidade de
cores utilizada na solucéo do problema [4].

De modo formal uma coloracdo consiste em
funcéoc: V(G) — N, tal quec(u) # c(v), seu ev
sdo adjacentes eth Se cada cor utilizada no grafo
for uma dask cores estabelecidas, denomina-se a
coloracéao resultante como uraoloragao [4].

Suponha que é umak-coloracdo de um grafo
G, na qual os inteirog,2,...,k representam as
cores que estdo sendo utilizadasVSd <i <k)
€ 0 conjunto de vértices efy destacados com a
cori, entdo cada conjunto ndo vakjcé nomeado
como uma classe de cor e todos os elementos néo
vazios de{V,,V,,...,V,} constituem uma particdo
deV(G). Uma vez que ndo existem dois vértices
adjacentes dé& associados par a mesma cof,
cada uma das classes de dgr(l1<i<k)
representa um conjunto independente de vértices de
G [4].

Um grafo G é k -colorivel se houver uma
coloracdo de& construida a partir de um conjunto
dek cores. O menor inteiro positivopara o qual
G ék-colorivel é o numero cromético de Este
valor é representado pgr(G) e determina o
ndamero minimo de conjuntos independentes por

meio dos quai¥/(G) pode ser subdividido. Um
grafoG com um nimero cromatidoé um grafadk-
cromatico, desta forma, 3€G) = k existe umak-
coloracdo dei embora ndo exista um@ — 1)-
coloracdo. Um grafo B-colorivel se e somente se
x(G) < k, e, necessariamente, se ukreoloracédo
de um grafdt-cromatico é dada, entao todaskas
cores estdo sendo utilizadas [4].

De maneira geral para demonstrar que um
dado grafoG tem um namero cromatica é
necessario mostrar que existe umeoloracdo de
G (x(G) < k) e que cada coloracdo derequer
pelo menosk cores f(G) = k). Nao existe uma
formula geral para determinar o nimero cromatico
de um grafo, por conseguinte, a analise deve estar
concentrada em identificar o nidmero cromatico de
alguns grafos especificos, ou de grafos que
pertencem a alguma classe de interesse, ou ainda
distinguir os limites superior ou inferior do nGmer
cromatico de um grafo. Decerto, para um giafo
qualquer de ordem, 1 < x(G) < n [4].

Para determinadas categorias de grafos o
ndmero cromatico € um valor que pode ser
presumido de modo trivial. Por exemplo [3]:

» Se K, for um grafo completo com
vértices entagy (K,) = n;

e SeT for um uma arvore (grafo conexo sem
ciclos) com pelo menos 2 vértices, entédo
x(T) = 2;

o x(Kym)=2 se Ky, for um grafo
bipartido com pelo menos uma aresta;

e Se (, for um grafo comn vértices
formando um Unico ciclo entgp(C,) =
2, quanda for par ey(C,) = 3, quando
n for impar.
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x(K,) =4 x(T) =2
K2,3 GS
X(Kz,s) =2 x(Gs) =3

Fig. 2 - Categorias triviais quantgré) [3].
1Il. ESTADO DO CONHECIMENTO

As primeiras abordagens  heuristicas
empregadas na solucdo do problema da coloragéo
de grafos eram baseadas em métodos gulosos, os
quais realizavam a coloragdo sequencial dos
vértices guiados por uma fungdo gulosa pré-
definida. Embora sejam muito rapidos, a qualidade
das solucBes obtidas sédo em geral insatisfatérias e
dentre os algoritmos que fazem parte desta classe
destacam-se as heuristicBegree of Saturation
(DSATUR) e Recursive Largest FirsRLF). Nas
Ultimas décadas, essas heuristicas gulosas tém sido
frequentemente utilizadas para gerar solucdes
iniciais para meta-heuristicas mais avancadas [9].

Em contrapartida, algoritmos baseados em
meta-heuristicas de busca local tém sido
amplamente utilizados para abordar o problema da
coloracéo. Um dos exemplos mais representativos é
o entdo denominado algoritmdabucol o qual
representou a primeira aplicacdo da meta-heuristica
Tabu Search na resolucdo do problema da
coloracdo de grafos. O métoddabucol foi
posteriormente melhorado por outros pesquisadores
e passou a ser empregado como um dos elementos
de algoritmos de coloragdo mais sofisticados.
Diferentes meta-heuristicas baseadas em busca
local incluem aind&Simulated Annealingliterated
Local Search GRASP eClustering-Guide Tabu
Search entre outras [9].

Em paralelo ao desenvolvimento dos
métodos fundamentados em busca local,
pesquisadores propuseram diferentes técnicas para
solucionar o problema da coloracdo, em particular
para grafos de grandes dimensdes, construidos de
maneira randdmica. Uma das mais recentes e
promissoras abordagens consiste na hibridacdo que

incorpora algoritmos de busca local a métodos
baseados em algoritmos evolucionarios a fim de
obter um melhor equilibrio entre intensificagcao e
diversificacéo [9].

Outra forma de solucionar o problema da
coloracdo para grafos de maiores dimensdes
consiste em extrair do grafo original diversos sub-
conjuntos independentes e entdo determinar a
coloracdo aplicando o método escolhido ao grafo
residual. Esta técnica é particularmente util para
grafos realmente extensos, sendo utilizada em geral
como uma etapa de pré-processamento a aplicacéo
de outros algoritmos de coloracgéo [9].

IV.ALGORITMOS

Uma vez que o problema da determinacdo de
uma particdo cromatica minima é classificado como
NP — Completo , qualquer algoritmo exato
empregado em sua resolucdo tera complexidade
exponencial, desta maneira, torna-se importante se
dispor de técnicas heuristicas capazes de idemtific
solucdes de maneira satisfatoria [1].

ConsidereG = (N, M) um grafo simples néo
orientado comn vértices em arestas d(x) o
conjunto dos vértices adjacentesx& N . Os
algoritmos heuristicos capazes de colorir 0s \&stic
de G em ordem decrescente dos graus sdo
conhecidos como seqlenciais, e, a seguir,
descrevem-se algumas das técnicas que empregam
esses e outros critérios na determinacéo da partica
cromatica [3].

A. Algoritmo de Welsh e Powell

Foi proposto por Welsh e Powell em 1976. E
considerado de natureza miope, visto que determina
a cor do vérticg apds og — 1 vértices terem sido
coloridos, tendo sempre como propdsito minimizar
0 namero de cores necessarias [3].

Algoritmo WP (G = (N,T))

ler{n,['(j),j =1,2,..,n}
organizar os Vvérticegx,, x,, ...,x,} de
modo  que |T(x;)|=|T(xj41)|j =
1,2,..,n
paraj = 2 atén faca

G <0
fim-para
Cy < {x1}
paraj = 2 atén faca

k < minimo{i[l'(x;)) N C; = @,i =
1,2,..,n}
9 Cx < Cx U {x;}
fim-para
k « maximo{j|C; # @,j = 1,2,..n}
escrevek

N -

O~NO O AW

11
12
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A intencdo principal desta heuristica €
determinar o nimero cromatiggG) analisando os
vértices em ordem decrescente de seus graus, de
forma que naj -ésima iteragdo o0s veértices
X1 Xz X1 (1<k<j—1) ja terdo sido
examinados e coloridos cocores. Para o vértice
x;j, se houver alguma coyl <i<k<;-1, tal
que I'(x;)NnC; =@ , entdo esta cor pode ser
atribuida ao vértice;, ou sejal; « C; U {x;}. De
outro modo atribui-se a cqk +1) ax;, isto €,
Cr+1 < Crs1 U {x;}. A probabilidade de ocorrer
F(x)NnC; # @, paral <i <k, sera diretamente
proporcional ao grau do vertiege a obtencéo da
coloracdo é garantida pois, para cada vesfiee N
ao qual é atribuida a cartem-sel'(x;) N C; = @

[3].
B. Algoritmo de Coloracdo Sequiencial

Este algoritmo considera a existéncia de uma
classe de cof;,i = 1,2,..,n para cada vértice,
do grafo G que estardo, no primeiro momento,
vazias. Durante sua execucao o algoritmo inicializa
sucessivamente as classes de cores por meio da
insercao individual dos vértices na classe de menor
ordemk, desde que a intersecdo entre o conjunto de
vizinhos do vértice e os elementos que pertencem a
classe seja vazia. Quando ndo se consegue colocar
o vértice em uma das classes ja inicializadas o
algoritmo promove a abertura de nova classe de
ordemk + 1 < n. A complexidade do algoritmo de
coloracdo seqlencial @(n+m), onde n é o
namero de vérticesm@ o nimero de arestas [1].

Algoritmo CS (G = (N,T))

1 parai =1 atén faca

2 Ci <« ®

3 fim-para

4 k<1

5 parai =1 atén faca

6 enquantmaio atribuirx; a C; faca
7 sd'(x;) N C, = @ entdo
8 Cy < Cp U {x;}

9 senao

10 kek+1

11 fim-se

12 fim-enquanto

13 k<1

14 fim-para

De modo similar ao que ocorre com outros
algoritmos heuristicos, o resultado alcancado sera
dependente da rotulacdo adotada para os vértices.
Por exemplo, com a primeira rotulacéo da figura 3 a
seguir obtém-se umé-coloracdo, enquanto que
com a segunda rotulagédo o algoritmo computa uma
3-coloragdo (minima) [1].

Fig. 3 - Efeito da rotulagdo no resultado da
coloracéo [1].

Se sucessivas rotulacdes forem realizadas,
inevitavelmente a coloragdo minima sera obtida,
porém existemn! possiveis rotulagdes, o que
implica em um tempo de execucdo exponencial.
Um forma de atenuar este efeito consiste em rotular
0s vértices na ordem decrescente dos graus dos seus
vértices, aumentando o} namero de
incompatibilidades verificadas em cada etapa com
a consequente reducdo da cardinalidade da
coloracgéo resultante [1].

C. Algoritmo de Coloracao por Classe

Esta técnica também considera a existéncia de
uma classe de c@k, i = 1,2,..,n para cada vértice
x; do grafoG que estardo inicialmente vazias.
Durante a execucédo do algoritmo cada classe de cor
€ organizada de uma s6 vez por meio da insercéo
dos vértices na classe de menor ordemiesde que
a intersecdo entre o conjunto de vizinhos dos
vértices e os elementos que pertencem a classe seja
vazia. Em cada etapa, os vértices que forem
rejeitados serdo candidatos a formacéo da classe de
ordem seguint& + 1 <n. A complexidade deste
método também @ (n + m). [1].

Algoritmo CC (G = (N,I))

parai = 1 atén faca
C,: — Q)

fim-para

Y« X

k<1

enquantd # @ faca

OO WNE

105

Revista de Sistemas e Computacgéo, Salvador, v24pn101-115, jul./dez. 2014
http://www.revistas.unifacs.br/index.php/rsc



7 parax; € Y faca

8 sd’(x;) N Cy entdo
9 Cr < Ce U {x}
10 Y <Y —{x}

12 fim-se

12 ...fim-para

13 kk+1

14 fim-enquanto

D. Algoritmo DSATUR

Diversas variagcdes da heuristica sequencial
sdo propostas na literatura, diferindo em geral
somente pelo método empregado na ordenacdo dos
vértices. Algumas dessas variacBes exibem
melhores resultados computacionais, e, dentre elas,
destaca-se a heuristicegree of Saturation
(DSATUR), a qual foi proposta por Brélaz em 1979
[3].

SejaG um grafo eC uma coloracdo parcial dos
vértices de7, define-se o grau de saturagdo de um
vértice v como o numero de diferentes cores
apresentadas pelos vértices adjacentes .aO
algoritmo DSATUR, assim denominado em funcédo
do emprego do grau de saturacdo, pode ser entao
descrito como um procedimento que compreende a
execucao das seguintes etapas [2]:

1. Ordene os vértices d& em ordem
decrescente de graus;

2. Atribua ao vértice de maior grau a cor 1;

3. Selecione o vértice com maior grau de
saturacao. Se houver vértices com mesmo
grau de saturacao, opte por qualquer um de
grau maximo pertencente ao sub-grafo
ainda néo colorido;

4. Atribua ao vértice selecionado a cor de
menor indice disponivel;

5. Se todos os vértices estiverem coloridos,
pare. Caso contrario, retorne a etapa 3.

O pseudo-cédigo para o algoritmo DSATUR é
apresentado a seguir.

Algoritmo DSATUR (G = (N,T))

1 ler{n,T(),j=12,..,n}
2 organizar os vértice§x,, x5, ...,x,} de

modo  que |T(x;)|>|T(xj41)|) =
1,2,..,n

3 paraj = 2 atén faca

5 fim-para

6 G <{x}

7  enquantthouver vértice sem cor faca

8 calculaVertice(W)

9 k « maximo{i|i € W}

10 je1

11 enquanter, ndo tiver cor faga

12 sd'(x,) N C; = @ entdo

13 Ci < G U {x}
14 sendo

15 jej+1

16 fim-se

17 fim-enquanto

18 fim-enquanto

O procedimentocalculaVertice atualiza o
conjuntoW com a relagdo dos indices dos vértices
de G de maior grau de saturacdo que ainda néo
estdo coloridos. Em seguidarecebe o valor do
maior elemento d& a fim de garantir que um
vértice arbitrario seja sempre selecionado, até
mesmo nas situagfes em que 0 grau maximo de
saturagdo seja comum a mais de um vértiog.de

O algoritmo DSATUR possui complexidade
0(n?) é exato para grafos bipartidos sendo ainda
capaz de produzir bons resultados quando aplicado
a grafos em geral por ser um método de baixa
complexidade [3] [8].

E. Algoritmo de Zykov

O problema da coloracdo também € passivel
de ser solucionado por meio do emprego de
algoritmos exatos o0s quais podem ser obtidos
utilizando-se a chamada arvore de Zykov. Dado um
grafo G = (N, M), uma arvore de Zyko#, pode
ser construida a partir da aplicagdo iterativaGem
de dois tipos de alteracBes estruturais: adicdo e
condensacdo. Para que as operacdes de adicdo e
condensacédo tenham significancia, o gkafdeve
conter pelo menos dois vértices ndo adjacentes
u,v € N, pois, do contrario, o problema torna-se
trivial visto que para um grafo complet6,=
Ky, x(Kn) = n [3].

Durante a construcdo da arvore de Zykov, que
na verdade é uma arborescéncia, as operagbes de
adicdo e condensacao sdo aplicadas em vértices nao
adjacentes dé, produzindo grafos homoformos do
grafo original, ou seja, grafos que preservam as
relacdes de adjacéncia [1].

Dado um grafds, G, = 3,,,(G) sera o grafo
obtido pela adicdo da aresta que une os vértiaes na
adjacenteste v, enquanto qué&, =y, ,(G) é o
grafo resultante da condensacdo wdee v. A
operacao de adicdo preserva o nimero de vértices e
aumenta em uma unidade o namero de arestas, ao
passo que a condensagdo minora 0 nuamero de
vértices em uma unidade e reduz a uma Unica aresta
todo par de arestds, z), (v,z) ondez € I'(u) N

F(v) [1] 3].

| G |

Gy = Bur(6) ]
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GZ = yu,v (G)
w

Fig. 4 - Adic&o e condensacéo [3].

E possivel concluir que, pela natureza das
alteracdes estruturais aplicadas @ny(G) sera o
minimo entre os numeros cromaticos dos grafos

assim formados, ou seja,
x(G) = min{)(Bu»(G)), XV (G))} [3].
No intuito de determinar os numeros

cromaticos des,,(G) ey, (G), as operagBes de
adicdo e condensacdo sdo repetidas de maneira
recursiva, até que todos os grafos obtidos sejam
cliques. As arestas mais a direitaGfermam um
caminho  constituido  pela  seqiiéncia
condensagdes, aplicadas da raiz até uma fglha
qual é denominado seqiéncia de condensactes
completa deZ; [3].

Desta forma, uma arvore rigorosamente
binaria Z; é construida, na qual cada vértice
corresponde a um grafo da fornfg,(G") ou
Yuvr(G') e cuja a raiz esta relacionada ao grafo
original G. Esta é a entdo denominada arvore de
Zykov e o0 nimero cromatico de&5 sera
correspondente ao numero de arestas do menor
cligue existente entre suas folhas [3].

O algoritmo de Zykov apresentado a seguir
utiliza o procedimento recursivoCor(G', p)
aplicado um graf&:’ = (N', M"), onde a varidved
armazenara ao final da execucdo o tamanho do
menor clique [3].

de

Procedimento Cor (G' = (N',M"), p)

q < IN'|
seG’ = K, entdo
p < min{p,q}
senao
Obter(u,v) ¢ M’
Cor (Buy(G"),p)

Cor (Yun(G'), p)
fim-se

O~NO U, WNPE

Algortimo Zykov (G = (N, M), p)

1 ler{G =N, M)}
2 pe<|N|
3  Cor(G,p)

4 x@<p
5 escreve(G)

A figura a segquir ilustra a aplicacdo do
algoritmo de Zykov sobre um grafbcujo ndmero
cromatico y(G) =2 corresponde a ordem do
homomorfismo de comprimento 2, criado pela
sequéncia de condensacdes que resultaram na
imagem homomorfa(G) = K,.

/
/\V.Q'_.

x(G) =2

Fig. 5 - Arvore de Zykov d6.
F. Algoritmo de Dutton e Brigham (DB)

Consiste numa heuristica de ord&nin3)
formulada por Dutton e Brigham em 1981 e que
também utiliza a é&rvore de Zykov em sua
implementacao. A heuristica constréi um caminho
na arvore por meio de operacbes de condensacao
realizadas de tal maneira que maximizam as
possibilidades de se obter a folha na qual o clé&gue
minimo. A qualidade do caminho obtido resulta da
selegdo dos vérticag ev, deG, sobre os quais
serd aplicada a operacgéo de condensacédo a fim de se
obterG, = ,,,,(G). Desta forma, no intuito de
antecipar a formacédo do clique, seleciona-se o par
de vértices com 0 maior numero de vértices
adjacentes em comum [3].

No contexto deste método um bom algoritmo
deve selecionar os pares de vértices de modo a
adiar ao maximo possivel a formacéo de um grafo
completo. Como em cada condensacdo o nimero de
vértices de5 € minorado em somente uma unidade
deve-se optar pela escolha do par de vértices que
promova a maior redugdo possivel na quantidade de
arestas com o propdsito de maximizar as operacoes
de condensagdo disponiveis nas iteracfes
subsequentes [5].

O algoritmo proposto parte de um grafo inicial
G , constituido por um conjunto de vértices
{vi,v,, ..., v}, €, a cada iteragéo, reduz o tamanho
deG em um vértice. Em um dado momento durante
a execucao o vértice representa ndo somente o
vértice originalv;, mas também todos os vértices
que foram direta ou indiretamente condensados em
v; pelas iteracbes precedentes [5].
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Algortimo Dutton e Brigham

1 Para todos os vértices ndo adjacenjes
v; calcule ¢;; , numero de vértices
adjacentes em comum

2 Se ndo houver mais vértices néao
adjacentes, pare. Se ainda houver
determine o par; e v; para o qual
Cij = ¢ para cada par de vertices nao
adjacentes, ev;

3  Condense; ev;. Ajuste os valores dg.
para todos os pares ndo adjacentes
afetados pela condensacéo. Fagan —

1 e repetia a etapa 2

O valor den obtido quando da parada do
algoritmo, determinado na etapa 2, representara a
estimativa do nimero cromatico do grafo e para
1<i<n todos os vértices condensados em
podem ser associados-@sima cor [5].

G. Algoritmo Cosine

Foi apresentado por Hertz em 1991. E uma
variacdo do algoritmo DB na qual a escolha do par
de vérticesu,v a ser condensado é determinada
pelo seguinte critério: se o vértice resultante da
operacdo de condensagcdo anterior nao estiver
conectado a todos os vértices do grafg(G)
entdo este vértice é selecionado cam®e modo
contrario, a operacéo de condensacéo € aplicada ao
paru,v, ondeu é escolhido aleatoriamente (acdo
sempre tomada na primeira iteracd®) & o vértice
gue maximiza o numero de vizinhos em comum, ou
seja|l'(u) N T (v)|, entre os vértices ndo adjacentes
uev [3].

O algoritmo Consine é descrito a seguir [8]:

Algortimo Cosine(G = (N, M))

1 Gy<G

2 k<O

3 enquantds, ndo for um clique faca

4 seexiste pelo menos um vértice nao
adjacente a(uv), entado

5 e < (uv)y

6 sendo

7 selecione parau, qualquer vértice
gue nado seja adjacente a todos 0s outros
vértices de7;,

8 fim-se

9 escolha parav, qualquer vértice ndo
adjacente au, para o qual|l'(u,) N
I'(vy)| € maximo

10 construa G,,, condensadou,, v, em
um veértice(uv) 41

11 kek+1

12 fim-enquanto

13 atribua cores &

14 enquantdc # 0 faca

15 kek-1

16 descomprimd, ., atribuindo au, e v,
a mesma cor déuv)
17 fim-enquanto

O procedimento é interrompido quando o
grafo originalG € convertido em um clique. Seja
entdok o numero de vértices do clique final.
Colorindo  este  clique com k  cores,
descomprimindo o grafo e atribuindouae v a
mesma cor d€uv) obtém-se a -coloracdo do
grafo deG [8].

Os algoritmos DSATUR, DB e Cosine podem
ser utilizados para determinar um limite superior
para o numero cromatico deque posteriormente
pode ser melhorado por meio do seguinte método
heuristico de coloracao [8]:

1 k «limite superior dey(G), calculado
pelos métodos DSATUR, DB ou Cosine
coninue « verdadeiro
enquantaoninue faca

use 0 método heuristiod para tentar
determinar umgk — 1)-coloracéo de;
seM produziu umak — 1)-coloracdo
deG entdo
k<k—-1
senéo
continue « falso
fim-se
0 fim-enquanto

2
3

(€3]

2 ©O©o0~NO®

H. Algoritmo Las Vegas

O problema da coloracdo de grafos que,
conforme ja descrito, consiste em determinar para
um grafoG e um inteirok se y(G) <k, é um
problema de decisd&P — Completo , e, para
algumas de suas instdncias, ndo pode ser
solucionado por um método com tempo de
execucdo polinomial. Uma maneira de sobrepujar a
NP — Completude de um problema consiste em
elaborar algoritmos que, embora ndo sejam capazes
de obter solu¢cBes para todas as instancias, possam
funcionar bem para a maioria dos casos. Séao
apresentadas na literatura duas categorias de
algoritmos que podem ser empregadas na
abordagem de problemas classificados como
NP — Completos [6].

Um algoritmo de decisdo do tipo Monte Carlo
sempre terminard sua execugcdo em um tempo
polinomial, produzindo a resposta correta para
quase todas as instancias do problema, porém com
uma pequena probabilidade de obter uma resposta
equivocada. Um  algoritmo Las Vegas
correspondera aquele que sempre obterd& uma
resposta correta e que quase sempre terminarq em
um tempo polinomial, ou seja, ha uma pequena
chance do algoritmo demandar um tempo de
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execucdo ndo-polinomial. Algoritmos da classe Las
Vegas sdo atrativos quando a presenca de uma
resposta incorreta for inaceitavel, sendo preferive
assumir o risco do término nao-polinomial a
obtencdo de uma solucdo de qualidade imprevisivel

3].

Algoritmo Tempo Resposta

Polinomial Correta
Monte Carlo| Sempre Quase sempre
Las Vegas Quase sempre Sempre

Tabela 1 - Caracteristicas dos algoritmos Las Vegas
e Monte Carlo [3].

O algoritmo de coloracdo Las Vegas é um
método de tempo de execugdo quase polinomial
capaz de determinar se, para um grafe um
inteiro k, G é k -colorivel. O algoritmo cria e
transversa uma arvore de Zykov oriundaGdeé\s
principais caracteristicas deste algoritmo sao [6]:

e Percorre conforme necessario toda a
arvore de Zykov. Quando uma folha, isto
€, um clique, de dimensao maior do gue
€ alcancado uma operacao de retrocesso €
realizada e a busca continua;

< Em cada ramificacdo da arvore, formada
pela adicao de arestas ou condensacdo de
vértices, um teste é realizado a fim de
antecipar o surgimento de u +1)-
cligue. O teste é rapido, uma vez que é
restrito a parte do grafo que foi submetida
as operagbes de adicdo de arestas e
condensacéao de vértices.
Consequientemente, a obtencdo de uma
resposta negativa pode estar incorreta,
visto que é possivel existir u@k + 1)-
cligue em alguma outra por¢cdo do grafo
ndo avaliada pelo teste. A aplicacdo do
teste tem dois propdsitos principais: em
primeiro lugar ele possui a tendéncia de
podar a arvore de maneira a reduzir o
espaco de busca de solucdes; em segundo
lugar ele assegura que o procedimento
termine de forma correta para grafos que
ndo sdde-coloriveis;

e A maneira como o par de vértices é
selecionado para condensacéo e adicao de
arestas é de fundamental importancia para
0 método e sera descrita em seguida.

Procedimento Colorir (G = (N,M), k)

1 seG < k vértices entdo

2 encontrouCor « verdadeiro

3 senéo

4 Obter(u, v)

5 G, « Condensar(y,,(G))

6 Gl < Criar(ﬁu,v(G))

7 seTesteClique(G,, k) = falso entdo

8 Colorir(G,, k)
9 fim-se
10 seencontrouCor = falso e

TesteClique(G,, k) = falsoentdo

11 Colorir(Gy, k)
12 fim-se
13 fim-se

Algortimo LasVegas(G = (N,M), k)

1 ler{G,k}
2 encontrouCor < falso
3  Inicializar
4 Colorir(G,k)
5 seencontrouCor = verdadeiro entdo
6 escrevefG é k — colorivel}
7 sendo
8 escrevefG nao é k — colorivel}
9 fim-se
Os  procedimentos Criar(B,,(G)) e

Condensar(y,,,(G)) criam, respectivamente, 0s
grafosG, e G, por meio das operagdes estruturais
de adicdo de arestas e condensacdo de vértices
sobre o grafoG . O procedimentolnicializar
configura as estruturas de dados necessarias e
determina um clique focal que sera submetido as
alteracdes estruturais. A escolha do clique focal é
realizada pela funca@lique, descrita a seguir, que
seleciona de maneira randémica um vériicde

grau maximo e determina um conjunto de vértice
gue constituem um clique contend{g].

Funcao Clique(V)

SV
K<9@
enquantss # @ faca
selecione de modo randémigce S de
grau maximo
K <« KU {x}
S« SuUrl(x)
fim-enquanto
Clique « K

A WNPE

o0 ~N o Ol

O procedimentoObter(u,v) seleciona dois
vértices ndo adjacentes para as operacdes de adigcao
e condensacdo de modo que um dos vértices
pertence ao cliqgue focal e o outro é aquele que
possui a maior quantidade de vizinhos no clique. Se
h& no grafo mais de um par de vértices que atendem
aos critérios de escolha o par com o maior nimero
de vizinhos em comum é o selecionado. As
operacdes de adicdo de arestas e condensacdo de
vértices podem promover o crescimento do clique,
desta forma, a func@esteClique € utilizada com
o objetivo de verificar se o clique focal tornou-se
maior do quek [6].

O procedimento recursiv@olorir modifica o

valor da variavel encontrouCor que sera
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verdadeira ao término da execugdo caso o grafo
sejak -colorivel e falsa, caso contrario [3].

I. Algoritmo de Memodria Adaptativa - AMACOL

Estratégias evolucionarias, que abrangem
algoritmos genéticos, coldnias de formigas,
algoritmos de memoria adaptativa, entre outros,
podem ser definidas como procedimentos iterativos
que utilizam uma memodria central de onde
informacBes sdo obtidas durante o processo de
pesquisa. Cada iterag@o ou geracao é constituida de
duas fases complementares que modificam a
memoéria principal. Na fase cooperacdo um
operador de recombinacdo é utilizado para criar
novas solucbes filhas a partir das solucdes
armazenadas, enquanto que na fase de auto-
adaptacdo as solucdes filhas obtidas sé&o
modificadas individualmente. As solugBes filhas
resultantes das fases de cooperacdo e auto-
adaptagdo séo utilizadas para atualizar o contetdo
da memodria principal, e, o término do processo de
pesquisa pode ser determinado pelo ndmero
maximo de iterac6es do algoritmo, pela qualidade
da solucéo obtida ou por outro critério de parada
qualquer, previamente estabelecido. As heuristicas
evolucionarias mais eficientes sédo as que fazem uso
de algoritmos hibridos nos quais uma técnica de
busca local é aplicada durante a fase de auto-
adaptacéo [7].

A estratégia evolucionaria hibrida de maior
popularidade é provavelmente o algoritmo genético
de busca local, que une a busca local padréo,la qua
é utilizada na fase de auto-adaptagdo, com o
algoritmo genético padrdo. Nesta abordagem, a
memoéria central de uma busca local genética é
constituida de uma populacdo de solucdes e o
operador de recombinacdo € wrmnossoverque
produz uma ou mais solugdes filhas utilizando um
par de solucbes selecionadas da populagdo. O
algoritmo de memdria adaptativa, que é uma das
mais recentes heuristicas evolucionarias hibridas,
armazena partes de solugfes (ao invés de solugbes
completas) na memoria central, e, enquanto que no
algoritmo de busca local genética duas solugBes
pais sdo combinadas para produzir uma solucéo
filha, na técnica de memdria adaptativa todas as
pecas de solucbes armazenas na memoria principal
podem contribuir para criacdo da solucao filha [7].

Dado um inteiro fixok, pode-se definir um
problema de otimizacdo denominakleproblema
de coloracdo de grafo (PCG), o qual consiste em
determinar umak -coloracdo do grafoG que
minimiza o nuamero de vértices adjacentes que
possuem a mesma cor. Se o valor 6tim&-RCG
for zero afirma-se qué possui uma-coloracéo. O
namero cromatico de&; pode ser determinado
partindo-se de um limite superior para este valor,
calculado por meio de um método sequencial
construtivo, para em seguida resolver-se uma série

k-PCGs com valores decrescentek @gé que uma
k-coloracao invalida seja obtida [7].

Um dos eficientes métodos heuristicos
utilizados para ok -PCG é uma busca local
genética, proposta por Galinier e Hao, a qual sera
denominada de algoritmo GH. Como a maioria das
heuristicas evolucionarias genéticas hibridas para
k -PCG, o algoritmo GH faz uso do algoritmo
TABUCOL como método de busca local. A
superioridade do algoritmo GH quando comparado
a outras heuristicas hibridas evolucionarias €
provavelmente decorrente do operador de
recombinacéo, que ao invés de determinar a solugcao
filha colorindo metade dos seus vértices com as
cores do primeiro pai e a outra metade com as cores
do segundo pai, estabelece que a solucdo filha seja
obtida combinando as classes de cores das solu¢des
pais, as quais correspondem aos conjuntos de
vértices que possuem a mesma cor [7].

Galinier, Hertz e Zufferey propuseram um
algoritmo de memoria adaptativa, chamado
AMACOL, para solucdo d&-PCG que é mais
simples e mais flexivel do que algoritmo GH, com a
vantagem adicional de apresentar resultados tédo
bons quanto o GH quando submetido a resolucéo de
instancias classicas do problema de coloracéo,
disponiveis na literatura.

O operador de recombinacdo adotado no
AMACOL é inspirado em algumas das idéias
usadas no algoritmo GH, porém o primeiro difere
do segundo em virtude de alguns importantes
aspectos. A memdria central do AMACOL néao
armazena solugBes obtidas das geracdes anteriores
mas sim classes de cores extraidas dessas solucdes.
Além disso, uma solucao filha pode ser produzida
usando classes de cores originadas de mais do que
duas solucdes [7].

O algoritmo de memoéria adaptativa foi
inicialmente proposto para solucionar o problema
do roteirizagdo de veiculos. E um heuristica
evolucionaria hibrida que utiliza uma memoéria
centralM para armazenar partes de solu¢des. Um
esquema elementar para este algoritmo é
apresentado a seguir [7].

Algortimo de Memoria Adaptativa

1 inicialize a memoria centralM com
partes de solucdes.

2 enquanto critério de parada = falso
faca

3 crie uma solucdo filha usando um
operador de recombinagéo

4 aplique um operador de busca local em
s e verifique se’ representa uma solucédo
valida

5 use partes d€ para atualizarM

6 fim-enquanto
O processo de criar uma solucédo filifg

aplicar uma busca local eshe atualizar a memoria
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principal com a solucdo obtida é denominado de
geracdo. A fim de criar a solucdo filha o operador

de recombinacdo seleciona partes de solucdes de

M . No contexto dok -PCG, M deve conter

solucdes estaveis (sem vértices adjacentes com a

mesma cor) de forma que o operador escilhe
conjuntos estavei$;, S,, ..., Sx a fim de construir a
nova solugdo. A saida do operador é km

coloracdo (ndo necessariamente valida) que sera a

entrada para o operador de busca local [7].
Conforme ja& mencionado, a memorid
conterd um conjunto de grafos estaveis e o nimero

de elementos devr serd um multiplo dek ,
|M| =k-p, ondep € um pardmetro fornecido ao
método [7].

O procedimento CLEAN, descrito a seguir, é
capaz de transformar qualquer subconjunto de
vértices em um conjunto maximal estavel, sendo
utiizado no preenchimento e atualizacdo da
memoria principalM [7].

Procedimento CLEAN(S)

1 enquantoS tem pelo menos um vértice
conflitantefaca
2 escolha um vértice emS que tem o
ndamero maximo de vizinhos ef e
remova-o des
3 fim-enquanto
4 sejaC o conjunto de vértices que nao
pertencem & e que ndo tém vizinhos em
S
enquantaC # @ faca
escolha um vértice emC que tem o
ndmero minimo de vizinhos éminsira x
emS e removax e todos 0s seus vizinhos
deC
7  fim-enquanto
O primeiro loop do procedimento CLEAN
transformaS em um conjunto estavel, removendo
os vértices conflitantes. O segundmop insere
vértices emS até queS torne-se um conjunto
maximal estavel [7].
O procedimento de inicializacdo da memdria
principal consiste em constryirk-coloracdes, que

o 1

sdo posteriormente aplicadas ao operador de busca

local a fim de serem possivelmente melhoradas. As

classes de cores das solucdes resultantes sédo

convertidas em conjuntos maximais estaveis por
meio do procedimento CLEAN, que sao finalmente
introduzidos eVt [7].

Procedimento de Inicliza¢io de M

1 M9
2 parai =1 atép faca
3 gere uma k -coloracdo randbémica

associando de modo aleatério uma cor a
cada vértice

4 aplique o operador de busca local para
no maximdt,,,, iteracbes e seja’ a k-

coloracgéo resultante

aplique o procedimento CLEAN em
cada classe de cor eshe introduza cada
conjunto maximal estavel en
6 fim-para

(3]

A fim de facilitar o entendimento da diferenca
entre o operador de recombinacéo do algoritmo GH
e o0 operador de recombinacdo do algoritmo
AMACOL, descreve-se em detalhes a seguir o
procedimento executado pela heuristica GH.

Operador de Recombinac¢ido GH

1 selecione duas k -coloragdes s =
Sy, ,S) e s =(@¢"..,8) da
memoria  principal onde S; e §;
correspondem ao conjunto de vértices
coma cori ems es’, respectivamente

2 [*construa umak-coloracdo parcials’” na

gual ndo ha vértices duplicados, mas com

possiveis vértices ndo coloridos*/

parai = 1 aték faca

sei é imparentéo
escolha o conjuntaS; em s que
contém o nimero maximo de vértices e
fagasS”; « S;
senao
escolha S’; em s’ que contém o
namero maximo de vértices e faca

S”l' — Slj

8 fim-se

9 remova os vértices d¥’; das solucdes
paiss es’

10 fim-para

11 /* selecione a cor dos vértices nao
coloridos */

12 se existem vértices que ndo pertencem a
S",U..US", entdo selecione de modo
randémico uma cor para cada vértice (ou
seja, insira cada vértice em um conjunto
S”l')

13 /* a particdos = (S§"4,...,S""}) € umak-
coloracéo filha des e s/

g b~ w

~N O

No intuito de ilustrar o procedimento de
recombinagcdo acima, suponha um grafb
constituido de 10 vérticas b, ...,j sobre o qual
tenta-se aplicar uma3 -coloracdo. Sejas =
{{a,b,c},{d,e,f, 9}, {h,i,j}} e
s'={{c,d,e, g} {a f, i}, {b, h.j}}. Tem-se qus, é
a maior classe de cor emassimS”; é configurado
como igual &, = {d, e, f, g}. Os vértices d§, sdo
removidos des e s', portanto, passamos a ter
s={{ab,ch{hij}} es’ ={{c}{a i} {bhj}}.

A maior classe em’ serdS’;, logoS', =5'; =
{b,h,j}. Esta atribuicdo leva &= {{a,c},{i}} e
s'={{c},{a,i}}, o que por sua vez resulta em
S§". =58, ={a,c}. Todos os Vvértices estdo agora
coloridos ens’, exceto o vérticé que devera ser
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colocado randomicamente &§fi;, S, ouS";. Se
o vérticei for associado &''; teremos que a
solucéo filha sera a k -coloracao
s" ={{d,e,f,g},{b,hj}{ac i}}[7]

No algoritmo AMACOL a solucdo filha
(84, ..., Sy) € construida classe por classe. Suponha
que as classes de cores,...,S;_; ja estdo
construidas. No intuito de criar a solug§oo
operador de recombinacdo seleciona de modo
randomico uma amostrg;, ..., W,} de q grafos
estaveis dev. O conjuntolt,. na amostra com o
maximo numero de vértices nao coloridos é
escolhido e &; é atribuido o conjunto de vértices
ndo coloridos d&/,. Uma vez que asclasses de
cores tenham sido organizadas, vértices nao
coloridos podem ainda existir, e estes sdo tratados
de modo semelhante ao empregado no algoritmo
GH, ou seja, cada vértice ndo colorido é inserido
em um conjunto S; selecionado de modo
randdmico. Embora esta estratégia aleatéria
eventualmente ocasione uma grande quantidade de
arestas  conflitantes, estes conflitos serdo
manipulados pelo operador de busca local [7].

Operador de Recombinag¢io AMACOL

1 /*construa umak-coloracdo na qual ndo
ha vértices duplicados, mas com possiveis
vértices nédo coloridos*/

2 parai = 1 aték faca

3 selecione uma amostral;, ..., W,
randémica dey elementos dar

4 determine um conjuntd¥, com o
namero maximo de vértices ndo presentes
emS; U ..US;_;

5 configureS; = W, — {S; U ..U S;_;}

6 fim-para

7 I* selecione a cor dos vértices néao
coloridos */

8 se existem vértices que nao pertencem a
S;U..US, entdo selecione de modo
randdmico uma cor para cada vértice (ou
seja, insira cada vértice em um conjunto
S)

9 /* a particdos = (S"'y,...,S"") é umak-
coloracdo filha des e s/

A escolha do valor de torna possivel ajustar
o nivel de aleatoriedade do procedimento. Um valor
degq elevado transforma o método numa heuristica
gulosa, ao passo que pequenos valores para
ocasionam a escolha de conjuntosMieom uma
pequena quantidade de vértices nado coloridos.
Recomenda-se que o valor escolhido pesajak
[7].

A solucdo s produzida pelo operador de
recombinacdo serve de entrada para o operador de
busca local, que procura melhorar a solug@or
no maximolt,,,, iteracdes. Para realizar a busca
local utiliza-se o mesmo algoritmo de busca tabu

empregado do algoritmo GH, o qual € um versao
aprimorada do algoritmo TABUCOL [7].

No algoritmo TABUCOL o espaco de busca é
0 conjunto dek-coloracdes e a fungdo objetifa
ser minimizada consiste no numero total de arestas
conflitantes. Uma solugao vizinha é obtida por meio
da alteracéo da cor de um dos vértices conflitantes
Quando a cor do vérticeé modificada de paray,

a cori passa a ser um tabu pargor um certo
ndmero de interagBes (limite tabu) e todas as
solugcbes onde o vértice tem a cori serao
consideradas solucbes tabu. Em cada iteracao,
TABUCOL determina o melhor vizinha' da
solucdos de forma que’ ndo seja uma solucdo
tabu ou quef(s’) =0, ou sejas’ seja umak -
coloragdo. O limite tabu sera iguak=ad(0,9) +

0,6 - NVC(s"), ondernd(a,b) retorna um inteiro
aleatoriamente escolhido entree b e NVC(s")
corresponde ao numero de vértices conflitantes em
s"[7].

A solucdos’ resultante do operador de busca
local é utilizada para atualizar a memaria central
M. Cada classe de cor efmé convertida em um
conjunto maximal estavel por meio do
procedimento CLEAN. Desta forma, ok -
conjuntos maximais estaveis sdo introduzidos em
M em substituicdo ak elementos deM
selecionados aleatoriamente [7].

Procedimento para Atualizagdo de M

1 selecione aleatoriamentle elementos de
M e remova-0s dar

2 aplique o procedimento CLEAN em cada
classe de corS; da solugdo s’ =
(S, ..., S;), calculada pelo operador de
busca local

3 atualize M com o0 conjunto maximal
estavel resultante

O algoritmo AMACOL interrompe seu
processamento quando ufma&oloracéo € obtida ou
qgquando o limite do numero total de iteracBes
realizados pelo operador de busca local, desde o
inicio da execucao do algoritmo, é alcancado. Um
terceiro critério de parada esta relacionado ao
conceito de diversidade das solu¢cbes armazenadas
na memoria. No AMACOL a perda de diversidade
€ caracterizada pelo fato de gd€ contémk
grupos de conjuntos maximais bastante
semelhantes. Quando este fendbmeno ocorre o
operador de recombinagcdo sempre ira produzir
resultados similares em cada iteracdo, tornando
portanto in(tli o esforco empregado no
procedimento de pesquisa. A fim de medir a
diversidade da memoéria considera$e S’| como
a medida de similaridade entre dois elemefites
S deM e denota-se pd¥(S) o conjunto dop/2
elementos dé@f que sdo mais similaresSa Para
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cada element§ deM calcula-se o seguinte valor,
representado par(S) [7]:

5(5) = Zsienes) 1S NS’

INCSI -S|
Segue-se que, se houver pelo mgnas)| =

p/2 conjuntos estaveis e que sdo idénticos a
S, entdos(S) = 1. Por fim, calcula-se a grandeza
da diversidad® (M) [7]:

1
D(M) =1 ~ a(s)

SEM
Observe que DWM)=1 quando,

supostamenteM contiver |[M| = k - p conjuntos
disjuntos, enquanto qu&(M) = 0 seM possuirk
agrupamentos de conjuntos idénticos [7].

Conforme ja& mencionado o método AMACOL
utiliza trés parametrgs, g elt,,.,. O parametre

€ utilizado para fixar o tamanho da memoéria
principal | M| =k-p, enquanto o parametrg
determina o tamanho da amostra selecionad¥ de
pelo operador de recombinacdo. Com base em
experimentos anteriores os valores pde g séo
fixados, respectivamente, el ek [7].

O esforco do algoritmo AMACOL é medido
pela quantidade de iteracdes realizadas pelo
operador de busca local e o paramdirg,, ,
utilizado por este operador, € um fator determimant
da performance do algoritmo. Valores elevados
para It,,,, Sdo capazes de preservar melhor a
diversidade dév do que pequenos valores. Desta
forma, a aplicacdo do método a resolucdo de
instdncias complexas do problema da coloragéo
demanda a utilizacdo de valores maiores para
Itymar » POIS, do contrario, a diversidade das
solucdes armazenadas na meméria principal pode
se exaurir rapidamente, antes que @nrtaloracédo
seja obtida. Ou seja, valores elevados para o
pardmetro tendem a aumentar a robustez do
algoritmo [7].

No intuito de se determinar o valor adequado
paralt,,,, adota-se a seguinte estratégia. Fixa-se
inicialmente It,,,, como igual ao numero de
vértices a serem coloridos. Se a medida da
diversidadeD (M) torna-se menor do quel,
multiplica-se It,,,, por v2 contanto quel00
geracdes do AMACOL sejam realizadas sem ocorra
melhoria na solugdo mais aptg computada até
entdo. Este procedimento é realizado até que uma
k-coloracao seja obtida ou que o numero total de
iteracbes da pesquisa local Totallt,,, =
250 milhdes) seja alcancado desde que o processo
de busca se iniciou [7].

Algoritmo AMACOL

1 Itmax < |V|

2 It<0

3  repita

4 inicializeM’; sejas* a melhor solucdo

encontrada até entao

4 continue « 1

5 ultimaChance < 0

6 enquanteontinue = 1 faca

7 crie uma solucéo filha por meio do
operador de recombinacgéo

8 aplique a busca local sobeepor, no
maximo, It,,, iteracdes; sejas’ a
solugdo resultante; sef(s') < f(s*)
entdos” < s

9 It « It + Ity

10 atualizem

11 determineD (M)

se D(M) < 0,1 e ultimaChance =
0 entdoultimaChance « 1
seultimaChance = 1 es*néo sofreu

melhora nas Ultimas 100 geracdes entdo
continue « 0

12 fim-enquanto

13 Itmax < Itmax - \/7

14 atéf(s") = 0oult > Ity

V. APLICACOES DA COLORACAO DE GRAFOS

Existem diversos problemas que podem ser
analisados e as vezes solucionados por meio da
modelagem da situacdo descrita no problema
através de um grafo e pela definicdo apropriada de
uma coloragao no grafo utilizado [4].

Para um determinado grupo de individuos,
suponha que algumas comissbGes tém que ser
constituidas e que o mesmo individuo possa
participar de modo concomitante de diversas
comiss@es distintas. Presuma ainda que um horario
de reunido deve ser associado a cada comissédo e
gue duas comissdes que possuem um membro em
comum ndo podem se reunir simultaneamente. A
situacdo descrita pode ser modelada com o emprego
de um grafoG no qual os vértices simbolizam as
comissdes e dois vértices sdo adjacentes sempre
que as comissdes que representam possuam
membros em comum. Alguns exemplos especificos
da situacdo apresentada serao referidos a seguir [4

Considere um grupo constituido por oito
empregados de uma empresa, representados por
A={ay,a, ..,ag}, que t€m que se reunir em
comissfes de trés individuos com o objetivo de
discutir sete temas de relevancia para companhia.
As comissbes formadas para este propdsito serdo
representadas por:4; = {a;,a,,a3} , A, =
{a2la3'a4} ’ A3 = {a4'a5'a6} ’ A4 = {aS'a61a7} ’

As ={ay,asa3} , Ag={ayaa,} e A4A;=

{a,, aq,ag}. Se cada comissdo tem que ser reunir
durante os intervalos: de 13h as 14h, de 14h 3s 15h
de 15h as 16h, de 16h as 17h e de 17h as18h, qual o
ndmero minimo de periodos de tempo necessarios
para que todas as sete comissdes possam se
encontrar? Duas comissdes ndo podem ser reunir
durante o mesmo intervalo de tempo se algum dos
empregados faz parte das duas comissfes. Defina
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um grafoG constituido pelo conjunto de vértices
V(G) = {A1, A, ..., A} no qual dois vérticed; e

A; sdo adjacentes g N 4; # @, denotando qué;

e A; devem se reunir em intervalos de tempo
distintos [4].

O grafo G € demonstrado na figura 6. De
acordo com [4], o nimero minimo de periodos de
tempo necessarios para que as sete comissfes
possam se reunir serg(G) =4 e uma das
possiveis formas de distribuicdo das comissdes
entre os intervalos de tempo seria: de 13h as 14h,
comissbesl; ed,; de 14h as 15h, comissGése
As; de 15h as 16h, comissdg; de 16h as 17h,
comissdegl, e A,.

Fig. 6 - Grafo das sete comissées de empregados

[4].

Suponha uma comunidade rural na qual
existem dez criancas (representadas por
€1,C3 ,C10 ), Qque habitam em diferentes

residéncias e que necessitam de sessdes de
fisioterapia semanais. Dez fisioterapeutas de uma
comunidade vizinha se ofereceram para visitar

algumas dessas crian¢as durante a semana, levando

em consideracdo a limitacdo de que nenhuma
crianca pode ser visitada mais de um vez no mesmo
dia. O conjunto de criangas visitadas num
determinado dia é referido como wawur, sendo
estabelecido que o numero ideal de criangcas a
visitar em umtour é 4. Os seguintes déaurs séo

entdo acordados:T; = {c;, ¢y, ¢3,¢4} , T, =
{csics,07,00 v Ty ={cy,¢569,c10F » Ty=
{cucec7c8Y » Ts ={cacs09,000F , To=
{crcacecsl v Tr={csc4 050} , Tg=

{c2 5,07, ¢00} , To={cs,C6,C8,c10} € Ty =
{cs, C7,Cg) Co} [4].

E preferivel que todos dsurs ocorram entre
segunda e sexta-feira, porém os voluntarios estdo
dispostos a trabalhar no final de semana, caso
necessario. E possivel afirmar que todas as cganca
podem ser visitadas sem que nenhum fisioterapeuta
tenha que estar disponivel durante o final de
semana [4]?

Considere um grafoG constituido pelo
conjunto de vértice§T;, T, ..., T} No qualT; é

adjacente al;(i #j) seT;nT; # , conforme
demonstrado por meio da figura 6. O numero
minimo de dias necessarios para realizar todos os
tours éy(G) = 6. Desta forma, como o ndmero
minimo de dias é superior a 5 conclui-se que alguns
dos fisioterapeutas terdo que trabalhar nos fibhais
semana [4].

Fig. 7 - Grafo dos deoursde fisioterapeutas [4].
VI. CONCLUSAO

Este trabalho descreveu o problema de
coloracdo em grafos e apresentou alguns exemplos
de técnicas que podem ser utlizadas em sua
resolugdo. Observa-se, por meio dos métodos
expostos, que diversas abordagens tém sido
desenvolvidas, o que denota o grande esforco
empreendido no aperfeicoamento dos algoritmos
até entdo propostos para abordagem deste
problema. Verifica-se ainda a existéncia de diersa
situacdes passiveis de serem modeladas e
solucionadas por meio do problema de coloracgéo, o
que por si s0, ja constitui um fator motivador para
que novos métodos sejam desenvolvidos.
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